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! 引言
压缩感知理论 +,-./012213 4152657",4*是一种有别

于传统 48955-5:;<=>62? 采样定理的信号欠采样理论 #该
理论指出 "对于稀疏或可压缩信号 "可以通过线性投影
的方式将大部分信号的信息投射在低维空间 "然后利用
非线性解码的算法将信号恢复到原始状态 #

,4 方法被广泛应用于无线通信 $模式识别和雷达
成像等领域 # 观测矩阵的设计是 ,4 方法的关键研究内
容之一 "构造性能良好的观测矩阵对于信号的压缩观测
以及重构都起到了至关重要的作用 @ "A# 现有的文献对观
测矩阵的约束条件展开了一系列的探究 "文献 @BA中阐

述了限制性等距原则 +C12?06D?13 E2-.1?0< F0-/10?< "CEF G%
文献 @#A提出利用零空间性质作为观测矩阵的约束条件 "
但由于观测矩阵是否具备约束条件难以准确判断 "往往
需要涉及组合复杂度的相关问题 "因此该方法的实际应
用具有一定难度 #
文献 @HA中为有效测量观测矩阵性能 "将矩阵和稀疏

基间的互相关性当做衡量标准 "相关性越低 "信号适应
的稀疏度范围越大 "精确重建信号所需观测值的数目越
少 %文献 @ I A主要以 J09. 矩阵为基础伪逆求解观测矩
阵 "该研究采用了阈值函数 "其中的收缩因子能够根据
需要进行调节 "但是这种方法比较耗时 "在收缩过程中
可能会产生绝对值较大的相关系数 %文献 @KA中 LMNO!
JPL4QRE S 首次提出利用梯度下降法使得 J09. 矩阵

一种基于 !"分解的观测矩阵优化方法!

周琦宾 "!吴 静 "!B!余 波 "

T"U西南科技大学 信息工程学院 "四川 绵阳 KB"VVV%
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摘 要 ! 在压缩感知理论中 !最为关键的问题是观测矩阵的构造 " 影响图像重建质量的因素包括观测矩阵列向量间
的独立性以及观测矩阵与稀疏基间的互相关性 "基于此提出了一种优化算法 "该算法采用 WC 分解以增大观测矩阵
列独立性 !同时对利用等角紧框架 +Q=>6957>X90 &678? Y09.1!Q&Y*收缩的 J09. 矩阵进行优化 !通过更新每次梯度下降
的方向 !加快收敛速度 !从而减小观测矩阵与稀疏基间的互相关性 " 仿真实验结果显示 !在信号稀疏度或观测次数
相同情况下 !该优化观测矩阵的方法在提高图像重建质量与稳定性方面都有一定优势 "
关键词 ! 压缩感知 #观测矩阵 #WC 分解 #J09. 矩阵 #互相关性
中图分类号 ! &;Z"BU#%&F#V"UK 文献标识码 ! L "#$!"VU"K"I)[\ U 6225UVBI]:)ZZ]UBVVH"#

中文引用格式 ! 周琦宾 "吴静 "余波 U 一种基于 WC 分解的观测矩阵优化方法 @ ^ A U电子技术应用 "BVB""H)TH G!"V)_"""U
英文引用格式 ! $8-> W6‘65 "a> ^657 "b> M- U L5 -/?6.6c9?6-5 .1?8-3 -d -‘210e9?6-5 .9?06f ‘9213 -5 WC 31D-./-26?6-5 @ ^ A U L//_
X6D9?6-5 -d QX1D?0-56D &1D856=>1 "BVB" "H)THG!"V)_"""U

L5 -/?6.6c9?6-5 .1?8-3 -d -‘210e9?6-5 .9?06f ‘9213 -5 WC 31D-./-26?6-5

$8-> W6‘65""a> ^657""B"b> M-"

T" U4D8--X -d E5d-0.9?6-5 Q5765110657 "4->?8g12? h56e1026?< -d 4D615D1 953 &1D85-X-7< "R695<957 KB"VVV ",8659 %
BU46D8>95 ’1< O9‘-09?-0< -d 4/1D69X Q5e60-5.15?9X C-‘-?6D2"4->?8g12? h56e1026?< -d 4D615D1 953 &1D85-X-7<"R695<957 KB"VVV",8659G

%&’()*+(! E5 D-./012213 2152657 ?81-0< i ?81 .-2? D06?6D9X 622>1 62 ?81 D-52?0>D?6-5 -d ?81 -‘210e9?6-5 .9?06f U &81 d9D?-02 ?89? 9dd1D?
?81 6.971 01D-52?0>D?6-5 =>9X6?< 65DX>31 ?81 6531/15315D1 ‘1?g115 ?81 -‘210e9?6-5 .9?06f D-X>.5 e1D?-02 953 ?81 D0-22 :D-001X9?6-5
‘1?g115 ?81 -‘210e9?6-5 .9?06f 953 ?81 2/9021 ‘9262 U M9213 -5 ?862 i 95 -/?6.6c9?6-5 9X7-06?8. 62 /0-/-213 U &81 9X7-06?8. >212 WC
31D-./-26?6-5 ?- 65D01921 ?81 6531/15315D1 -d ?81 -‘210e9?6-5 .9?06f D-X>.52 i 953 9? ?81 29.1 ?6.1 -/?6.6c12 ?81 J09. .9?06f
D-5?09D?13 >2657 95 1=>6957>X90 ?678? d09.1TQ&YGU M< >/39?657 ?81 3601D?6-5 -d 19D8 7093615? 312D15? i ?81 D-5e10715D1 09?1 62 9DD1X!
109?13 ?- 013>D1 &81 D0-22 :D-001X9?6-5 ‘1?g115 ?81 2.9XX -‘210e9?6-5 .9?06f 953 ?81 2/9021 ‘9262 U 46.>X9?6-5 1f/106.15? 012>X?2
28-g ?89? ?81 .1?8-3 -d -/?6.6c657 ?81 -‘210e9?6-5 .9?06f 65 ?862 /9/10 892 D10?965 93e95?9712 65 6./0-e657 ?81 =>9X6?< 953 2?9‘6X6?<
-d 6.971 01D-52?0>D?6-5 >5310 ?81 29.1 26759X 2/9026?< -0 -‘210e9?6-5 ?6.12U
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逼近单位阵 !但是该算法收敛速度较慢并且可能陷入局
部最优 "文献 !"#提出使用矩阵特征值分解对观测矩阵
进行优化 !将特征值分解后的 $%&’ 矩阵的特征值取平
均值 !然后间接优化 (%&’ 矩阵的非对角线元素 !该方法
在一定程度上能够降低矩阵的整体互相干性 !但是在使
用某些恢复算法 )如 *+ 算法 ,的情况下 !可能无法重建
原始信号 !在适用范围上有一定的局限性 #
文献 !-#的研究表明 !重构算法要想准确地实现恢复

信号的目的 !必须满足的条件是使观测矩阵列向量具备
一定的线性独立性 !而且越强的独立性能够保证重建信
号具有越高的质量 #
通过梳理相关研究理论 !本研究借助于 ./ 分解的方

式提高观测矩阵列向量的独立性!并将 ./ 分解与自适应
梯度下降观测矩阵优化算法相结合!提出了一种 $%&’ 矩
阵优化算法!并在实验上对该方法的可行性进行验证#

/ 压缩感知理论框架
由 0* 理论 !信号 ! 能够稀疏表示为 $
!1!"#1"# )2,

其中 !#!!"!2 为稀疏信号 ""!!"!# 为稀疏基 "!!!"!$

为投影矩阵 "!!!"!2 为观测信号 # 同时 "1!" 为观测
矩阵 !需要满足限制性等距原则 # 由于 "33$!可以同时
实现信号压缩和采样 !大大减少了采样量 !从而降低了
数据的传输压力 #
把压缩感测理论应用于实践操作 !需要从观测到的

信号 ! 重建原始信号 !这被称为信号重建过程 !其原始
模型为 $

!1&%4 ’56
!

7 7! 7 7 8 9 : ; : !1"# )<,

然而 !对 %8 范数问题的求解是 =+>?&%@ 的 !运算量十
分巨大 !因此无法在实践中使用 #有研究表明 !在一定的
条件下 !可以使用 %2 范数解代替 %8 范数解 !这两个解等
价 !-#!如式 )A,所示 $

!1&%4 ’56
!

7 7! 7 7 2 9 : ; : !1"# )A,

式 )A,是一个凸优化问题 !要想获得最优解 !可以采
用基追踪 )B+,算法进行求解 #
0 优化算法
目前 !现有的观测矩阵几乎都存在一些不足 !如随

机观测矩阵的不确定性与硬件难以实现性 "确定性观测
矩阵虽然更易于设计快速算法 !但使用其采样时重建信
号的质量却差强人意 #寻求需要更少观测值且具有较好
稳定性的观测矩阵是观测矩阵的研究重点 #
为得到更好的重建效果 !本文提出了一种基于 ./

分解与自适应梯度下降法相结合的优化方法 !以满足观
测矩阵与稀疏基础之间的相关性以及观测矩阵列向量

间的独立性要求 #
0"1 矩阵列向量的独立性与 23 分解
文献 !C#研究表明 $观测矩阵的优化可以通过增加矩

阵的最小奇异值来实现 !原因在于最小奇异值和列向量
具有显著的线性关系 !要想增强矩阵列向量的独立性 !
就要使其最小奇异值较大 !此种方法不会改变原矩阵的
性质 #

./ 分解不仅可以增大矩阵的最小奇异值 !而且可以
保持该矩阵的其他性质不变 !28## 具体的操作步骤是通过
分解矩阵 #!!"!$ 获得正交矩阵 $!!"!$ )$D$1& ,和上
三角矩阵 % 的积 !也就是 #1$%# 对 % 进行分析 !能够
看出其对角线元素比非对角线元素大得多 !利用这一

发现 !将 % 的非对角元素设置为零得到

"

% !得到 # 的还

原矩阵 $

"

# 1$
"

% #
经过 ./ 分解能够获得列向量独立性强的的矩阵

"

# !所以该方法也能够运用到观测矩阵的优化中 # 优化
过程为 $首先设任意观测矩阵为 !!!"!$"将 ! 转置为
!D! 对 !D 进行 ./ 分解得到 !D1$%" 然后将上三角矩

阵 % 的非对角线元素置零得到

"

% " 通过关系式

"

! D1$

"

%

求 !D 的转置 !得到优化后的观测矩阵

"

! # 经过 ./ 分解

后 !

"

! 的最小奇异值大于 ! 的最小奇异值 #
0+0 基于自适应梯度下降法降低相关性
观测矩阵设计的目的是压缩和采样信号 !并确保可

以从观测值中准确恢复原始信号 # 设观测矩阵 !%稀疏

基 "!对矩阵 "1!" 进行列单位化处理!得到"# !文献 !E#
的研究表明 !观测矩阵的性能可以通过观测矩阵与稀疏
基之间的相关数来评估 !并给出了观测矩阵与稀疏基之
间的相关系数定义 $

" )" ,!’&F &
D

’ &(
7 7&’ 7 7&7 7&( 7 7
$ %1’&F &&

D

’ && (’ % )E,

式中 !&’ 与 && ’ ) ’12!<!’ !$ ,分别表示矩阵 " 与"#的列向

量 # 设 ’1"# D"# !则称 ’ 为 (%&’ 矩阵 #
现有理论表明 !相关系数 " )" ,越小 !被观测信号中

包含的信息就越多 ! G## 互相关数的最佳情况是零 !但无
法达到该值 # 它有一个下限 "H!即 IJKL? 界 M

" )" ,("N1 $>"
" )$>2,) ! "!!"!$ )G,

由式 )G,知 !IJKL? 界的大小与 $ 和 " 的长度有关 #
当观测信号长度 " 和原始信号长度 $ 满足式 )O ,的条件
时 !互相关系数能够达到 IJKL? 界 !22##

$* " )"P2,
< )O,

等角紧框架 )HDQ,是一种特殊的 (%&’ 矩阵 ! 2<#!其对
角线元素的值均是 2!非对角线元素为 "H# 所以要想将
观测矩阵和稀疏矩阵的互相关性尽可能地接近等角紧

框架 !要得到对 (%&’ 矩阵进行优化后的矩阵 ’RS;!需要
求解式 )T,#

’RS;1&%4 ’56
’!)!

7 7’>"D" 7 7 Q )T,
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式中 !!! 是一个凸集 !!! !!!"# ! $"!"!# #$%&’ !"( !

)&*"+%&’ +
&" ’
#!,-#!," $.(

( /$.(0$ # + +$+ + 1 表示 1 范数 %

进一步 !通过式 /23求得优化的观测矩阵 "456%
"4567&8’)%9+ +#456.":" + + 1 ;23
定义 ) /" 3"+ +$456.%:" + + 1!则有 "

) /" 3" ") /" 3
"" "" /":".$456 3 /<3

用梯度下降法求解 "456!同时完成 " 的更新 = (>?!计算
方法如式 ;(@3所示 "

"*A(7"*."$ ) ;" 3 ;(@3
其中 !梯度用 ) ;" 3表示 !步长用 " 表示 % 共轭梯度的带
入能够有效减少迭代次数 !同时对每次梯度下降的方向
进行更新能够加快收敛的速度 !这称为自适应梯度下降
算法 = (B ?%
!"# 观测矩阵优化
为了获得与稀疏基相关性较小且列独立性更高的

观测矩阵 !文中将 CD 分解算法与自适应梯度下降法相
结合 !提出一种压缩感知中观测矩阵的优化算法 !该优
化算法首先利用高斯矩阵构造 E8&) 矩阵 ! 然后利用等
角紧框架收缩 E8&) 矩阵并建立一个无约束凸优化问
题 !矩阵求解采用的方法是自适应梯度下降法 !为提高
列向量间的独立性再对其进行 CD 分解 ! 现将具体的步
骤简述如下 %
观测矩阵优化算法的初始化涉及的变量包括 "稀疏

基 !!随机高斯矩阵 "!观测矩阵 "7"!!阈值 !E!迭代
次数 +(&,F!搜索步长 "!约束系数 #! -7@%

;( 0对 E8&) 矩阵进行计算 !通过列单位化由 " 得到

"& !且$&7"& :"& #在此基础上通过矩阵更新由$&得到 $!"

.&’7

( &/’

’
. &’ &GH;

’

. &’0I!,

!,$H%’9;

’

. &’0 其

(
*
*
**
)
*
*
**
+ 他

;((0

;F0由式 ;(@0计算初始下降方向 &@7.% ) ;% 0!初始化
07 @ #更新 %0 A (7%0A "$&0 #更新下一次下降方向 &0A(7
. )0A(A#$&0#更新 &07&0A(!%07%0 A ( #

;> 00 70 A(!若 0 7,F!则执行步骤 ;B0!否则继续更新
%0 A (7%0A"$&0 #

;B 0 -7 - A(!如果 - 7,(!则计算 "" ,( . ( 7% ,F. (!
.(!否则

执行步骤 ;( 0#
;J 0将优化后的观测矩阵 " 7" ,(. ( 转置为 "

:!对 ":

进行 CD 分解得到 ":7’( #

;K 0对 ( 非对角线上元素都置零得到

,

( % 由

’

" :7’

’

(

求

’

" : 的转置 !得到 "*A(%
;L 0输出观测矩阵 " %

# 实验与分析
分别采用 CD 分解算法 &文献 =J?中 MG4N’O&HP)% 优化

算法与本文提出的优化算法进行进行对比试验 !以验证
本研究中所设计的算法的性能 % 测试环境 "QM:RMS
!F@(K&!英特尔 %J.BF(@T!内存为 B ES%
#"$ 一维信号采样与重建
首先 !使用随机排列 /D&9$5P8)3的方法生成 FJ 组长

度 17F@@ 的一维稀疏信号 !其中 !初始投影矩阵为高斯
随机矩阵 !稀疏字典为 UV: 变换矩阵 !重构算法为 WXY
算法 %
图 ( 给出了在相同稀疏度下 /,7B3!原始高斯矩阵 &

CD 分解算法 &MG4N’O&HP)% 优化算法和本文提出的优化
算法对稀疏信号重建质量的影响 % 图 (/&3显示了不同优

图 ( 不同观测值下各算法重建信号的性能比较

/ & 3峰值信噪比

FFF@ FB FK F2 >@
(

B@

>J

>@

FJ

YZ
[D

\$
S

本文优化算法

MG4N’O&HP)%

CD 分解

原始高斯矩阵

(@@

(@.(

(@.F

(@.>

(@.B

2

MG4N’O&HP)%

原始高斯矩阵

CD 分解

本文优化算法

F@ FJ >@ >J
(

/ G 3重建相对误差

原始高斯矩阵

MG4N’O&HP)%

本文优化算法

CD 分解

1

K @@@

B @@@

F @@@

@
FFF@ FB FK F2 >@

(
/ ] 3重建错误个数

$%&
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!" # $ %
!

&’(&

&’ ()

&’ (!

"

*+,-./01234

原始高斯矩阵

56 分解

本文优化算法

7+ 8重建相对误差

)9

70 8峰值信噪比

"’

)!

)’

9!

9’

:;
<6

=>
?

本文优化算法

*+,-./01234

56 分解

原始高斯矩阵

!" # $ %
!

原始高斯矩阵

*+,-./01234

本文优化算法

56 分解

#

&’ ’’’

% ’’’

# ’’’

" ’’’

9 ’’’

’

7@ 8重建错误个数

!" # $ %
!

)

图 9 不同稀疏度下各算法重建信号的性能比较

化算法对稀疏信号重建的峰值信噪比 7:;<68!能够看出
基于不同算法的稀疏信号重建的峰值信噪比随着观测

值的增加而增加 " 在观测值 $ 个数较高情况下 !未优化
的原始高斯矩阵峰值信噪比最低 !本文优化算法重建稀
疏信号的峰值信噪比相对 56 分解与 *+,-./01234 优化
算法分别提高了 &AB >? 和 &A" >?" 根据图 &7+8和图 &7@8
中展示的情况可以看出 #将稀疏度和信号长度控制在固
定水平 !基于不同算法的稀疏信号重建的误差以及错误
个数会随着观测值的增加而降低 !本文所采用的优化算
法是 " 种算法中误差及错误个数最低的一种 "
针对不同观测矩阵优化算法对信号稀疏度的适应

性进行研究 !分别确定观测值 $C)’$稀疏度 $! D9!%E!
在此基础上得出的基于 " 种算法重建信号的质量随稀
疏度变化曲线如图 9 所示 "

由图 9 可以看出 !当信号长度和观测值个数 $ 固定
时 !随着稀疏度的增加 !相对峰值信噪比 $重建误差以及
重建错误个数都在变差 !表明稀疏度越差 !重建难度越
大 !重建精度越低 " 从图 9708可知 !在稀疏度 %C! 情况
下 !相较于 56 分解算法 $*+,-./01234 优化算法 !本文采
用的观测矩阵优化算法重建信号的峰值信噪比平均提

高了&A! >?"
/"0 二维图像采样与重建
在本节中 !对二维图像的压缩感知采样和重建效

果进行测试 " 采用分辨率为 9!#!9!# 的标准灰度图像
F032G0H0I 用作测试对象 "首先把灰度图像归一化后 !将
其转换为 #! !)#!& 的列向量 !观测率为 !’" !即投影矩
阵为 )9 $#%!)9 $#%" 与上一小节类似!分别采用未优化$
56 分解优化 $*+,-./01234 算法优化和本文算法优化后
的高斯矩阵进行采样 !然后使用 JH: 算法进行重建 " 实
验结果如图 )$表 & 所示 "

由图 ) 可以看出 !在观测值的 !’K下 !原始高斯矩
阵 $56 分解优化算法 $*+,-./01234 优化算法和本文优化
算法都可以完整重建原图 " 然而 !经过本文算法重建的
图像部分噪点更少 !整体细节方面更清晰 !重建效果更
好 "表 & 给出了重建图像的峰值信噪比与相对误差的比
较 !其中 !相对误差 &2CL L!(!# L L M= L L! L L M!! 为原图像 !!$
为重建图像 ! L L%L L M 为 MG,+2I4N1 范数 " 从表 & 的数值上可
以看出 !经过本文算法优化后的观测矩阵重建的图像峰
值信噪比较高 !相对误差最低 "

图 ) 不同算法优化观测矩阵后的重建图像

7 0 8原始图像 7 + 8原始高斯矩阵 7 @ 856 分解优化

7> 8*+,-./0123 优化 7 2 8本文算法优化

表 & 优化前后重建参数比较
观测矩阵

原始高斯矩阵

56 分解优化
*+,-./012 优化
本文算法优化

峰值信噪比 =>?
9) A)$!
9" A#$$
9" AB#"
9$ A9%B

相对误差

’ A&9%
’ A&’$
’ A&’B
’ A’%9

重建时间 = 1
9BA%’9
!A’%9
#A!B&
&A#!$
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! 结论
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