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/ 引言
坐标旋转计算机/01123456783 91767415 :4;476< 01=>?782#

0@9:A0$算法只有移位和加减运算 #便于在 ’BC( 等硬
件平台上实现复杂的三角函数 %双曲函数 %指数函数和
复数求模等计算 #广泛应用于数字鉴相 %数字上下变频 %
波形产生 %快速傅里叶变换等方面 D $E+F&
针对 0@9:A0 算法中由于迭代次数多 %输出延时大

和精度较低等问题 #国内外很多学者进行了研究和改

进 & 文献 DGF提出了基于自适应旋转角度的 0@9:A0 算
法 #该算法虽然减少了迭代次数 #但每次迭代都需要额
外判断 #增加了实现难度 & 文献 D-F提出了将查找表和传
统 0@9:A0 算法相融合 #通过查找表将角度值细化 #通过
数学量化分析 #根据细化后的较小角度补码 #直接按位
值进行角度单向旋转 #该算法随着对精度要求的提高 #
查找表存储空间大大增加 #硬件资源消耗巨大 & 文献 D* F
提出了一种基于最佳一致逼近方法的幅度与相位补偿

算法 #第一步是利用传统的 0@9:A0 算法迭代数次后得
到向量信息#第二步是采用最佳逼近法进行多项式补偿 #

一种基于 !"#$%&算法的高精度反正切求解!

仲雅莉 $!吴俊辉 "!刘 炫 "!高 萍 $HI!段晓辉 $!+
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摘 要 " 传统的 0@9:A0/坐标旋转计算机 .算法进行高精度反正切求解时存在迭代次数多 "收敛速度慢 "资源消耗大
等问题 !提出一种改进的高精度 0@9:A0 算法 # 该方法利用传统的 0@9:A0 算法迭代数次后得到正弦信息 !并利用
角度和正弦值近似的原理!对迭代后的结果进行误差补偿 !有效提高了相同迭代步数下的计算精度 $ 实验数据表明 %
I" 位改进的 0@9:A0 算法 !保证绝对误差小于 G!$)E% 情况下 !查找表资源消耗降低了 -+JLM!触发器资源消耗降低
了 IGJIM!输出时延降低了 GIJIM$ 在分子动力学应用场景下 !触发器资源消耗可降低 -IJ"M!输出时延可降低 -)M$
改进的 0@9:A0 算法在资源消耗 &输出时延方面优于传统 0@9:A0 算法 !适用于高精度计算的场景 $
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该算法虽然提高了精度!但逼近算法需要存储多项式系数 !
硬件资源消耗较大 " 文献 !"#提出来一种基于 $%&’() 算
法的反正切函数计算的改进算法 !该算法对累加器中因
截尾而产生的误差做了算法改进 !仅增加了运算速度 !
精度并未明显提高 " 文献 !* #提出了一种基于查找表的
改进的 )%&’() 算法 !该方法通过缩减有效数据位宽 #
合并迭代等手段节省了剩余角度 ! 的计算量 !该算法把
迭代次数进行拆分 !用了 +, 次迭代和查找表的结合 !硬
件资源消耗较多 !性能提升却不足 "
在分子动力学模拟中 !+-.++#!成键力的计算引入了三

角函数" 常见的一种情况是从三维坐标计算角度!通常需
要根据 /01! 和 23/! 的值求解反正切 !该应用场景下对反
正切的精度要求较高!传统的 $%&’($ 算法很难满足 !+4.+5#"
本文在文献 !6#的基础上 !简化逼近算法 !提出了一

种改进算法 !测得不采用函数拟合也可得到高精度的剩
余相位跟踪 !从而有效提高了 )%&’() 求反正切算法的
精度 !降低了延时 !减少了电路面积 "

! "#$%&" 算法基本原理
在 ".# 坐标平面上将向量 7$-!%-8逆向旋转角度 ! 得

到向量 7$+!%+8!如图 + 所示 " 两向量间坐标变换关系为 $
$+9$-23/!.%-/01!
%+9%-23/!:$-/01
! !

7+8

两边同时除以 23/!!可得到伪旋转方程 !即 $
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除以 23/! 后 !旋转角度还是正确的 !但向量的模长
发生了变化 "

)%&’() 求反正切的本质就是从坐标 7$-!%-8开始旋
转 !每次旋转固定角度 !&!旋转方向为 ’&9/0>17% 7 & 8 8!旋转
的目标是纵坐标 %& 趋近于 -!进行 ( 步迭代 !则有反正

切角 !=
( . +

&=-
&’&!&" 为了能够简化运算部件 !)%&’() 算法

常采用每一小步的旋转角度 !& 满足 ;<1!&=4 . &!从而可以
通过简单移位来完成乘法运算 !因此原始的算法可以简
化为迭代移位相加算法 !迭代方程为 $

$&:+=$&:4. & ’& %&
%&:+=%&.4. & ’& $&
)&:+=)&:’&!&

"
$
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#
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如果需要保持向量的模长 !则可以通过加入旋转补
偿因子 * 实现 "当 ( 确定时 !经历 ( 次迭代后的 * 是一
个常数 $

*=
( . +

&=-
’23/!&=

( . +

&=-
’ +

+:4.4&( 7,8

该补偿因子常在求三角函数 /01 和 23/ 时使用 "

’ 基于 "#$%&" 求反正切的算法改进
对 )%&’() 算法进行分析可以看出 !!&=<?2;<14. &" 而

进行 & 次迭代后 !残余的角度的绝对值即是求反正切值
时的误差 " 定义 "& 为第 & 次旋转后的误差 !则 $

"&=@"&.+.!& @ 7A8
当 "&.+ 极小时 !"& 取极大值 !&" 又有 $
B0C
!) -

<?2;<1! D! 7E8

所以 )%&’() 求反正切算法在残余角度较小时的误
差以每次 + F0; 的速度收敛 " 对于定点数而言 !即每次迭

代使得精度收敛 + F0;" 以在 !-! !4 8进行均匀取样仿真了

不同迭代次数下的 $%&’($ 最大误差如表 + 所示!对于相
位精度要求极高的场景!如果要达到 +-.G 数量级 !需要迭
代 4H 次!其带来的硬件资源消耗和时延都是不可承受的"

()* 使用 +,-" 逼近 "
当 )%&’() 经过第 ( 次旋转之后 !设其估计的角度

剩余误差为 "!显然 $
"*<?2;<14.7(.+8I4.7(.+8 768

即 ( 次迭代后的残余误差小于 4.7(.+8" 根据微积分中正
弦函数的极限 !有 $

B0C
") -

"J/01" 7H8

所以使用 /01" 来逼近 " 是一种有潜力降低误差的
手段 "
由于 /01" 与 " 在 " 比较小时非常接近 !一种可以考

虑的方案是直接采用 /01" 来代替 "" 该方案的误差可以
通过泰勒展开进行估计 !"./01" 在 "=- 处展开可得 $

图 + 向量旋转示意图

#

+

!

, 7$+!%+8

- 7$-!%-8

表 + 不同迭代次数下 )%&’() 算法的最大误差
迭代次数

+-
++
+4
4H
4G
5-

!&
+KGA!+- .5

G K6E!+- .,

, KHH!+- .,

6 K,A!+- .G

5 K64!+- .G

+ KHE!+- .G

最大误差

+KG5!+- .5

G KA!+-.,

, K6!+-.,

6 K,,!+- .G

5 K6+!+- .G

+ KHE!+- .G

*.
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!!"#$!%!!&!! !’

( !" &!’) *+ !’

( !" ,!’* &-*

也就是说 !".$! 和 ! 的差值以三次方的速度缩小 !比直接
/0123/ 的收敛速度快得多 " 当 ! 接近 4 5-!67-8!69 5’

时 !从式 &-*可以估计出 ! 5".$!!674: !69 5-!意味着用
/0123/ 算法迭代 69 次后!反正切的误差约为 67-8!695;!
而使用 ".$! 对反正切结果进行校正后 !误差降为约
674:!695-"
实验的结果可以与上述估计相吻合 #令 <==+!5".$!!

画出曲线如图 4 所示 !可以看出 ! 越小 !! 与 ".$! 的差
值越小 " 当 !>45- 时 !! 与 ".$! 的差值可达到 695- 数量

级 !这也意味着当 /0123/ 迭代 69 次后 !残余的 ! 足够
小!可以用 ".$! 的值代替 ! 的值来修正/0123/ 的结果"

根据上述对误差的论证 !在一定迭代步数后采用
".$! 代替 ! 是安全的 !如果输入的初始向量已经在单位
圆上 !那么最终向量的纵坐标即为 ".$!" 所以本文对应
修改了 /0123/ 求反正切的算法 !如算法 6 所示 "
算法 / 输入在 # 轴正半轴单位圆上的改进 /0123/

算法

输入 #
#!$ #初始向量 !满足 #4?$4+6 且 #"9
%!&%#迭代总次数和对应的缩放因子

输出 #
"#估计的 #!$ 与 ’ 轴的夹角

6@AB= (# C9!% * DB
E@ )($".F$,$ )
’ @ #(?6$#(?45 ( )( $(
:@ $(?6$$(545 ( )( #(
8@ ’(?6$’(?)(G=HIG$45 (JG=HIG$45 (

(@ <$D AB=
K @ "$’%?&%$%J&%$%!".$,"5’ )
L @ =<IM=$ "

在迭代步数 % 的选取上 !可以根据式 ,K)和式 ,-)!按
照所需的误差 * 来对 % 进行选取 #

<==+!5".$!! ,45,%56)) ;
( > * ,69)

即 #

%"$5 NBF4 O*
;

%?6 &66*

而对于普通的 /0123/ 算法 !第 % 步的误差约为
45&%56*!则需要 #

%"$ NBF4 *%?6 &64*
从式 &66*和式 &64*可以看出 !在需求精度较高的情

况下 !本文改进的 /0123/ 算法只需要大约三分之一的
迭代步就能实现与原有的 /0123/ 相似的精度 &
0"0 1%&! 的计算
根据 /0123/ 的原理可知 !/0123/ 的旋转过程中向

量模长会发生变化 !需要对模长进行修正 & 设迭代初始
向量为 &#9!$9*!经过 % 步旋转后 !根据式 &;*得到 &#%!$%*!
’%!式 &P*可求得旋转修正因子 & 使得 #

& #
4

% !$
4

%% + #
4

9 !$
4

9% &6;*
当 &#9!$9*在单位圆上时 !如图 ; 所示 ! ++6 !$% 即为

".$!!这就可以解决输入的坐标在单位圆上的问题 &

若输入的坐标 & #9!$9 *不在单位圆上 !则需要根据
式 &6P*进行模值归一化 #

,+ #
4

9 !$
4

9% + 6
-%

&6P*

则 #

&,+ #
4

% !$
4

%% +, #
4

9 !$
4

9% +6 &68*
从而使得 #

".$!+&,$%

"!’%?&,$%
& &6(*

如式 &6P*所示 !模值归一化引入了平方根倒数 !直接
求解资源消耗大 & 可以用牛顿迭代法求得 !迭代公式如
式 &6K*所示 !其中 - 是式 &6P*中初始坐标 &#9!$9*的模值平
方 !. 是对其平方根倒数的估计 &

./?6+./ &6 785
-.

4

/

4 * &6K*

图 4 区间 C 4 56P!45;Q上的 !5".$! &对数坐标轴 *

图 ; &#9!$9*在单位圆上时的余角

++6

&&#/!&$/*

+".$!

#!

$

23
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图 ! 改进的 "#$%&" 算法的整体流程

在定点数实现牛顿迭代法时 !由于没有尾码对齐的
性质 ’ ()*!因此很难通过简单的变换就获得一个良好的初
值 ’ +!*" 本文考虑将 ! 映射到 ’(!,-之间 !如式 .+/-所示 #

!011" ! ! !"!!! ! !! ’+!,-
+
!"

# +
11" ! !"

# +
1" ! !"

#
%
%%
$
%
%%
&

.+/-

其中 11" 和 1" 均可通过移位实现 " 当 ! !落在 ’+!,-之间
时 !可以分段通过线性变换获得一个较为良好的初值 #

$20

+34
+1/ % + +53

, 253 ! ! ! +’ ! !61

++!
+1/ % )11

) 253 ! ! ! 1’ ! !6

#
%
%
%
%
(
%
%
%
%
&

)
.+5-

式 .+5-中初值与结果的误差基本可以控制在 1!+271

以内 !如图 , 所示 " 这样只需两步牛顿迭代就可以获得

较为准确的 +8 !" " 由于 "#$%&" 旋转与模值无依赖
性 !模值归一化流程仅在最后一步将 & 与 ’() 相乘时会
导致额外的一次乘法的时延 "

!"# 整体架构
改进的 "#$%&" 求反正切算法整体架构如图 ! 所

示 " 其中 !角度预处理是指把坐标转换到第一或第四象
限 !预处理后的坐标先按照传统 "#$%&" 进行 * 级迭
代 !再根据式 .+3-进行纵坐标修正和误差补偿 !最后结
果映射还原到原始象限的角度 "算法 9 展示了该架构对
应的伪代码 "
算法 ! 整体的 "#$%&" 算法架构
输入 :

+!( #输入数据的坐标 $
,# .+!( -是否在单位圆上 $
*!’*#迭代总次数和对应缩放因子 $
-#预处理查找表 !-.0;<=>;?17 .

输出 #
!#输出的角

+: @A?=>BC? &DE7FG$H.! -
9 : ")% ICJ, !&

4: ! !)11" !

,: $2)

+34
+1/ % ++53

,253 ! ! ! ! !! ’+!1-

++!
+1/ % ,11

,253 ! ! ! ! !! ’1!,

#
%
%
%
%
(
%
%
%
%
&

-
K乘 !移位

!: $+)$2’
47! !$

1

2

1

3: $1)$+(
47! !$

1

+

1
L: <M>A<? 17" $1

/: M?N @A?=>BC?
5: @A?=>BC? OPQ.+!( -K映射到第一 8四象限
+2 B@ +62 >RM?
++ <M>A<? .7+!7( !SBJ?.( -(" -
+9 MISM
+4 <M>A<? .+ !(!2-
+,: M?N B@
+!: M?N @A?=>BC?
+3: @A?=>BC? $#HPHT.+2!+2!/2-
+L @C< .! ’2!* - NC
+/: 0.)SBJ?.( -
+5: +.U+)+.U17 . 0. (.
12: (.U+)(.717 . 0. +.
1+: /.U+)/.U0.-.

11: M?N @C<
1V:<M>A<? ’*(*!/*
1,: M?N @A?=>BC?

1!: &)
+! ,
&DE7FG$H.+1U(1-! "* ,

13: +2!(2!/2)OPQ.+U( -
1L: +*!(*!/*)$#HPHT.+2!+2!/2-
1/: <M>A<? &(*U/*

图 , 初值 $2 与
+
! ""
之差

! "

$ 2
7

+ !"
"

$%
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/"0 改进算法在分子动力学模拟中的应用
在分子动力学模拟中 !常见的一种情况是从三维坐

标计算角度 " 以分子动力学中的二面角 ! 为例 !很多实
现就选择了使用 !"#! 和 $%!! 作为二维反正切函数的输
入 !从而获得值域为 &’!!! (的结果 " 此时由于坐标显然
在单位圆上 !模长归一化的过程就可以省略 "
图 ) 展示了求解平面 !"# 和 "#$ 间二面角 ! 所需的

向量 !% 是两个原子间的向量 !& 是平面的法向量 "其中 #
&!"#*%!"! %"#
&"#$*%"#! %#$
! +,-(

& "是 &!"# 和 &"#$ 所确定的平面上与 &!"# 垂直的向量 #
& "*&!"#! %"# +,.(

其二维视图如图 / 所示 " 这样 !! 的计算方式为 #

$%!!* &!"#!&"#$

0&!"#0 0&"#$ 0

!"1!*$%!+!’ !, (* & "$&"#$

0& " 0 0&"#$ 0
!*23$42#+$%!!!!5#!

"
$
$
$
$
$$
#
$
$
$
$
$$
% (

+,,(

也就是说此处的模长归一化已经隐含在了二面角

计算的流程中 !从而可以省略反正切函数的模长归一化
过程 %
类似地 !在 6789:: 键角的计算中 #

’*( +"’"-( , +,;(
这里 ’ 是键角的势能 !( 和 "- 是经验参数 !" 是两

个键形成键角的角度 !对于以 ! 原子为中心 ! "&# 构成的
键角 !一般以反余弦函数求解 #

"*23$$%! %!"’%!#
0%!" 0 0%!#0

+,<(

计算原子受力 ) 时需要根据链式法则求解 ’ 对三
个原子坐标 * 的梯度 !以 " 原子为例 #

)"*’&*" ’*’ =’
="

’ ="
=$%!"

’&*"

%!"’%!#
0%!" 0 0%!#0’ ( +,>(

其中 ="
=$%!"
可以利用反余弦函数的导数将 $%!" 代入 !即#

="
=$%!" * =23$$%!+$%!" (

=$%!" +, .
.’$%!,")

*’ .
!"1" +,)(

也就是说 !$%!" 本来就需要计算 !通过对计算流程进
行修改后即可避免反正切函数进行模长归一化的过程 "
综上所述 !虽然在必要时可以利用牛顿迭代法实现

模长归一化的过程 !但是在分子动力学等求解具体计算
几何问题的情境下 !基本不需要额外的模长归一化实
现 " 此时 !改进的 6?9@A6 算法可以更好地发挥其优势 "
1 算法仿真和分析
将传统 6?9A@6 求反正切算法和改进的 6?9A@6 求

反正切算法分别用 :8BC8D 建模仿真 !并与理论值进行
了误差分析 " 输入数据的横坐标和纵坐标分别以 -E--.
为间隔遍历 &’.!.F!统计相同迭代次数下所有数据的最
大绝对误差 !性能曲线如图 G 所示 " 可以看出改进后的
6?9A@6 算法性能提升明显 ! 在迭代 .- 次的情况下 !精
度从 .-’; 数量级提升到 .-’H 数量级 "

本研究采用 IJ35K%L 7AC 语言进行设计 !并在 M5K5#N
公司的 I534JN OK432P$2KJQ 7D: I6O.,G 型号 RST8 上完
成了电路实现 " 整个模块的设计采用了 ;, U54 +; U54 整数
位Q,H U54 小数位 (的定点化输入输出 " 在保证绝对误差
小于 >!.-’H 的前提下!比较了硬件资源消耗如表 , 所示"
对于需要模值归一化的应用场景 !归一化处理引入

了 APS 资源的消耗 !但查找表 +C%%V OW B2UKJ!COB(资源

图 ) 二面角求解时的向量

&"#$

! & "

" %"# #

$

&!"#

& "

&!"#

!’ !
,

!

&!"#

图 / 图 ) 中几个向量的二维视图

图 G 改进 6?9A@6 算法与传统 6?9A@6 算法的误差比较
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消耗降低了 !"#$%!触发器 &’()*+’(,*!’’-资源消耗降低
了 ./#.% !输出时延降低了 /.#.% " 对于无模值归一化
应用场景 !012 资源消耗降低了 !"#.% !’’ 资源消耗降
低了 !3#!% !输出时延降低了 !4% " 改进的 567895 算
法在硬件消耗和时延方面有明显优势 "

! 结论
针对传统 567895 求反正切函数硬件资源消耗大 !

迭代次数多等问题 !实现了一种改进的 567895 算法计
算反正切函数的解法 " 在保证与传统 567895 算法精度
数量级相同的情况下 !减少了算法迭代次数 !用旋转后
的纵坐标补偿了相位 !从而显著提高了算法运算速度 "
采用 .: ;)< 定点的硬件实现 !在保证相同计算精度的前
提下 !改进 567895 算法的硬件资源消耗和时延方面均
有明显降低 " 算法仿真和 ’=>? 实际测试结果表明 !改
进后的 567895 算法适用于高速高精度场合 "
该设计在包含模长归一化实现时已经比经典的

567895 算法拥有更短的延时 !在很多计算几何的具体
问题中 !可以通过对计算流程的适当重构从而使用单位
向量作为输入 !从而可以进一步降低该设计的开销 !尤
其适合分子动力学等三维空间中需要使用计算几何方

法求解的问题 "
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表 : 改进 567895 算法
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