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/ 引言
基于量子逻辑的量子算法设计是目前量子计算和

量子信息研究的热点方向之一 . /0" 由于量子算法具有并
行处理量子叠加态的能力 #一些经典算法在量子计算环
境下能够获得指数级的加速 "123452 于 /)), 年提出的量

子搜索算法 . &0将搜索问题从经典的 ! 步缩小到 !" 步 $
体现了量子算法的强大加速能力 % /))6 年 $+732 因子分
解算法 . 8 0使用量子傅里叶变换在多项式时间内实现对

整数的因子分解 $其采用模块化的算数运算更是奠定了
量子计算领域模块化的算法设计基础 " 近年来 $随着量
子调控技术的发展以及众多量子仿真平台的推出 $量子
算法的研究得到快速的发展 . 9*:0"

乘法运算是许多量子算法中的基本运算之一 $它在
量子人工智能算法 &量子信号处理等领域有着广泛的应
用 . ;*60"量子乘法器通常以量子加法器为基础 "最初的量
子加法器一般由量子门实现经典布尔逻辑运算规则 . <0$
但是将经典进位思想引入量子算法的做法并未带来运

行效率的大幅提升 $反而占用了大量辅助量子比特 " 文
献 .)0中提出了一种基于 =>22?*@>45 的量子加法器 $在增
加量子位的前提下提高了算法的运行效率 $但仍未超越
经典数字逻辑的设计范畴 "对于两个 " 位二进制数字的
加法运算 $这些量子加法运算都至少需要 8" 个量子比
特 " &’/A 年 $B3CD?>E 等设计了一种基于二叉树优化的量
子乘法器 . /’0$实现了较高的运行效率 $但仍未跳出经典
电路的设计范畴 $ 因此未能很好地体现量子电路的优
势 " 文献 .//0在 =>22?*@>45 量子加法器的基础上设计了

基于量子傅里叶变换算法的量子乘法器!
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摘 要 " 乘法运算是许多量子算法中的基本运算之一 " 为了实现量子乘法运算并且尽可能少地使用辅助量子比特 !
提出了一种基于量子傅里叶变换算法的量子乘法器 " 在量子傅里叶加法电路基础上 !设计了量子移位电路 !并实现
了两个 " 位二进制无符号数相乘的量子电路 !其时间复杂度为 # F"8-" 使用 HIJ 提供的开源量子计算工具包 KD@LDC
分别验证了两个 & 位二进制数相乘 !以及一个 & 位二进制数与另一个 A 位二进制数进行量子乘法运算的正确性 "
实验结果表明 !所设计的量子乘法器使用较少的量子比特数目实现了较高的准确率和较低的计算复杂度 "该量子
乘法器代码已开源 "
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量子移位电路实现了量子乘法器 !虽然算法结构较为简
单 !但也继承了 !"##$%&"’( 加法器的缺陷 "这些基于经典
布尔逻辑的量子电路验证了量子加法器和乘法器的理

论可行性 !但过高的空间复杂度使得这些算法无法在当
前小规模的量子计算硬件平台上展现量子计算的优势 "
与基于经典布尔逻辑的设计思路不同 !)#"*(# 提出

了一种基于量子傅里叶变换的加法器 + ,- .!它使用量子傅
里叶变换从而更好地利用了量子态的叠加和纠缠特性 !
在量子计算机上可以获得更高的性能提升 " /010" 等在
2#"*(# 所提出加法器的基础上设计了量子乘法器 + ,3.!在
保证运行效率的前提下使用了较少的辅助量子位 " 然
而 !其算法过程中实际存在着两个问题 # 456在对部分积
做相位加法的过程中并未考虑到量子相位变换的周期

性 !而是沿用加法电路中的相位 !因此最终得到的结果
与实际会存在较大的误差 $ 7 8 9提出了通过移位循环相
加的方法 !却并未给出其量子移位电路的实现 " 以上所
提出的所有方法受限于其提出时间的量子计算发展水

平的限制 !都缺乏相应的实验支撑 "
本文在量子傅里叶加法器以及量子移位电路的基

础上 !设计并实现了基于量子傅里叶变换算法的乘法
器电路 !并使用 :;< = 量子计算平台 + ,> .进行了实验验

证 " 与基于经典布尔逻辑以及基于二叉树的量子乘法
器相比 !该量子乘法器结构简单 !且使用了更少的量子
比特资源 " 与 )#"*(# 提出的量子傅里叶变换的乘法器
相比 !该乘法器通过循环调用加法器避免了其在加法
过程中的错误 !且给出了包括移位电路在内的完整的
量子电路 "

! 量子加法器
早期的量子加法器基于经典布尔逻辑进行量子电

路设计 !效率较为低下 " )#"*(# 提出的基于量子傅里叶
变换的加法器消除了对临时进位的需要 !从而减少了加
法所需的量子比特的数目 "尽管这种量子加法器在计算
复杂度上并未体现出很大的优势 !但是却利用量子态的
叠加性 !将所需的量子比特数目缩减到 8!" 以下简要介
绍量子傅里叶变换以及基于该变换的量子加法器 "
!"! 量子傅里叶变换
量子傅里叶变换 7=?@9是在波函数振幅上实现的离

散傅里叶变换 "一个由 ! 个量子比特构成的量子寄存器
"!状态 A!%可表示为由基态 B AC%! A5%!& ! A-!%5% D构成的

一个叠加态 !即 A!%E
#%5

$EC
!%$A"%!其中 #E-!!复数 %$ 满足归

一化条件
# %5

$EC
! A%$A -E5" =?@ 将量子态

# %5

$EC
!%$A"%通过式 759映

射为
#%5

&EC
!!&A#%"

!&E 5
’"

’%5

( EC
!%((

-!) (&
’ 759

=?@ 量子电路如图 5 所示 !图中 $ 和 %! 分别表示

F"1"G"#1 量子门和量子相位门 #

$E 5
-"

5 5
5 H# $5

7-6

%!E
5 C

C (
-!)
-!% & 7I6

对于一般形式的量子态 A&%EA%! %5%! %-& %5%C%!=?@ 电
路实现可分解为以下步骤 #

75 6对于量子寄存器最高位 " +!%5.施加 $ 门 #

$ A%!%5%!%-&%5%C%E 5
-"

7 AC%J(
!)%! % 5 A5% 6’ A%!%-&%5%C%

7>6
其中 !’为张量积运算 + 5K.!其运算规则为 #

7"5AC%J!5A5% 6’ 7"-AC%J!-A5% 6
E"5"-ACC%J"5!-AC5%J!5"-A5C%J!5!-A55% 7K6
7-6对量子比特 " +!%5.施加受控相位门 %-!控制位

为 " +!%-.#
5
-" AC%J(

7 -!)
-- %! % - J -!)

-
%! % 5 6

A5( )% ’ A%!%-&%5%C% 7L6

7I6类似地 !依次对量子比特 " +!%5.施加受控相位
门%!!控制位分别为 " +!%I.至 " +C.!可得量子态 #

5
-" AC%J(

7 -!)
-! %C J -!)

-! % 5 %5 J& J -!)
-

%! % 5 6

A 5( )% ’ A%!%-&%5%C% 7M6

因为 %E%!%5-!%5J%!%--!%-J&J%C-C!式 7M6可化简为 #
5
-" AC%J(

-!)
-! %

A5( )% ’ A%!%-&%5%C% 7N9

4>9依次对 " +!H-.至 " +C.施加类似的变换 !其最终
结果为 #

5
-" AC%J(

-!)
-! %

A5( )% ’ 5
-" AC%J(

-!)
-! H 5 %

A5( )% ’

&’ 5
-" AC%J(

-!)
-5 %

A5( )% 4O9

4K9=?@ 逆变换可定义为 #

:=?@A&%E 5
’"

’H5

&EC
!(

H ) -!%&
’ A#% 45C9

其中 !& 为十进制累加变量 !当以向量形式 A#%出现时实
际需要变换为二进制形式 !% 亦是如此 " 向量 A#%代表了
C 到 ’H5 的各量子态 " 此时 !式 45C9的结果相当于各量
子态的叠加 "这种形式的相位编码是所有使用 =?@ 算法
的基本共同要素 + 5LH5M."

图 5 量子傅里叶变换电路
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/"0 12* 加法器
!"# 提供了在量子计算机上进行算数运算的另一种

方式 !其核心是通过酉变换将任意单量子态制备成叠加
量子态以达到指数加速的目的 "
假设两个数 ! 和 " 分别用 # 位量子比特表示 #
!$!#%#&’(!#)’%#*%+$(!,%- .,,/
"$"#%#)’+"#)’%#)%+$+"’%- .’%0
考虑到加法运算时进位问题 !需要对 ! 增加 ’ 位量

子比特表示 !如图 % 所示 !且 ! 的这个最高位初始化为
-% 首先对 1!&施加 !"# 得 #

1! .! 0&$!"#1!&$ ’
%#+’!

%# + ’* ’

$$-
" 2

3 %!!$
%# + ,

1"& .,40

然后使用受控量子相位门 ## 对 1!&和 1$&进行加法 #

2
%!3 . !%+"% 0 %# ) % $&%# + , ) &

%# + ,

$2
%!3 . !%+"% 0$&

%% ’ & ) #

.,50
该受控旋转门由 1$&的第 % 个量子位控制!仅在 "% 为 ,

时作用于结果寄存器的第 & 个量子位 % 当 %+&)#6- 时 !
受控量子相位门为 #% (&*#!当 %(&*##- 时 !其相位为 ’!
此时 !( 状态保持不变 %
随后对 1!&施加量子傅里叶逆变换得到 1!’$&% 整个

电路需要使用到 %#(’ 个量子位 %
0 量子乘法器
量子乘法器以量子加法器为基础 % 假设 ! 为被乘

数 !且用 # 个量子位表示 ’" 为乘数 !也用 # 个量子位表
示 %通过调用 # 个连续的受控加法门来实现被乘数的逐
步相加 !最后使用一个 %# 位的量子位寄存器存储 !" 相
乘的结果 %
0+3 量子右移
在量子乘法器中需要使用到右移操作 !其量子电路

图如图 4 所示 !电路中的 % 为非门 #

%$
- ’
’$ %-

7,80

该量子电路通过两个受控非门交换相邻两个量子

位 !这样的组合在图 4 中有 #+, 组 %电路将引入一个辅
助量子位 1 - &作为右移后的最低位 !受控非门在相邻两
个量子位间将 1 - &由低位逐步向高位置换 !最终实现整
体右移的操作 % 不同于寻常右移操作过程中舍弃最低
位的性质 !该右移操作将保留最低位的 1)-&!因此每进
行一次右移操作实际效果等同于在高位添加一个 1 - & %
左移算法只需参考右移算法 ! 将辅助量子位添加在高
位即可 %
0"0 12* 乘法

!"# 乘法器由 # 次连续可控的加法运算构成 !电路
如图 5 所示 % 图中有 # 个相似的受控算数块 !依次由 1"&
的低位至高位控制 %将这样的受控算数块命名为移位求
和块 % 1 9:;&负责记录部分积结果 !共有 %# 个量子位 !被
初始化为 1-&!经过 # 个移位求和块后存储 !" 信息 % 理
论上整个乘法电路需要使用 5# 量子位 !在实际编码中
使用了 5#(’ 量子位 %
对于第一个移位求和块 !由 1"’&控制 % 其进行的运算

图 % !"# 加法电路

图 4 右移位运算量子电路

图 5 !"# 乘法电路
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为 !"!#$%&!由于此时 $%& 为 "!因此实际相当于将被乘
数 ! 增加到部分积 !此时 ’ $%&"的结果为 #

’! ("#")! *" +),-
随后第二个移位求和块由 ’"!"控制 !进行的运算为

!)!#$%&!则运算后的 ’ $%&"结果为 $
’! ("#")!#"!!)! -" ().-
以相同步骤处理直至 " 的最高位 %其结果为 $
’! +"#")!#&#"#/)!#/!!#"#!#/)! -" +)0-
下面考虑更一般的情况 !对于第 $ 个移位求和块

+图 1 中虚线框的部分 -!其进行的运算为 !$!#$%&’
图 1 中受控的移位求和块可进一步分解为图 2 所

示电路 ’ 图 2 中的 ’"$"代表 ’""的第 $ 个量子位 ’ 部分积
’ $%&3此时有 ##$ 位 ’ 虚框内的部分为 )4! 节中的加法
器电路 % 截取 ’ $%& " 高位的 ##) 位作为加法器的被加
数 %与 ’!"做加法 ’ 得到的部分积存储在 ’ $%&"的高 ##)
位中 ’ 引入一个量子位 ’""%将该量子位补位在 ’ $%&"的
最低位 %做右移操作 ’ 完成后 ’ $%&"增加至 ##$#) 位 %最
高位实际为 ’""’ 特殊地 %当 $5# 时 %此时为最后一块移
位求和块 %因此不进行右移操作 ’

! 时间复杂度分析
根据量子计算复杂性理论 6 )07%一般使用量子算法中

使用的通用量子门数量评价算法的时间复杂度 ’ 假设 !
为 # 位的二进制数 %" 为 % 位的二进制数 ’ 89: 加法器
的时间复杂度为 & (#% -’ 89: 乘法电路如图 1 所示 %需
要调用 % 次加法器过程以及 % 次右移电路 ’ 右移电路
的复杂度为 & (%# -%因此主要开销仍是循环调用加法器
的过程 %其时间复杂度为 & (#%!-’ 如果两数都为 # 位二
进制数 %其时间复杂度为 & (#;-’
文献 6)<7中提出的乘法器需要 #; 的量子位 %本文的

算法实际使用了 1##) 量子位 %相比下更加节省寄存器
空间 ’ 文献 6);7设计了一个基于二叉树的量子乘法器 %
其复杂度为 & (#;-%但需要使用 #!#!# 个量子比特 ’ 本文
所设计的乘法器复杂度也为 & (#;-%但是算法结构更加
简单且使用了较少的量子比特数 ’

" #$% & 量子模拟器仿真实验
本实验以 =>?@AB 语言为框架 %利用 CDE 提供的开源

量子计算工具包 8F$GF? 完成量子电路的搭建 ’ 实验使用
量子仿真模拟器进行模拟仿真实验 ’
在 8F$GF? 中构建如图 1 所示的乘法器 %量子电路如

图 , 所示 %其中 H(I(J) 是 8F$GF? 生成的量子门 %分别代
表 )4) 节和 !4) 节中介绍的非门 (IKLK&KML 量子门和量
子相位门 ’ 输入的两个二进制数为 ))()"%理论输出值
为 "))"%迭代次数设置为 0 )<!’各量子态出现的概率如
图 . 所示 ’ 在模拟器环境下仅出现 ’"))""态 ’ 实验结果
与预期结果相符 % 因此可以证明该 89: 乘法器具有在
该模拟量子系统下具有有效性 ’

验证一个 ! 位二进制数和一个 1 位二进制数相乘
的乘法运算 %输入的两个二进制数为 )) ())") %理论输
出值为 )"")))%迭代次数设置为 0 )<!%各量子态出现的
概率如图 0 所示 ’ 仅出现 ’ )""))) "态这样一个量子态 %
与理论计算结果相符 %说明乘法器有效 ’

’ 结论
本文设计了一种基于 89: 的量子乘法器 %它以 89:

加法器为基础 %并利用受控非门实现了移位电路 %在节
省量子寄存器资源的前提下实现了相对较低的计算复

图 2 移位求和块电路

+ K *乘法电路第 ) 部分

+ N -乘法电路第 ! 部分

( O -乘法电路第 ; 部分

( L -乘法电路第 1 部分

图 , 二进制数 )) 与 )" 相乘的量子电路图

()
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杂度 ! 在 !"# $ 量子计算平台上的仿真实验结果表明 "
该量子线路具有比较高的计算准确率 !今后的研究方向
是减少量子乘法器使用的寄存器数量以及进一步降低

算法时间复杂度 !
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图 R 二进制数 bb 与 bo 相乘的仿真结果直方图
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图 ] 二进制数 bb 与 bbob 相乘的仿真结果直方图

bUoo

oURL

oULo

oUdL

oUoo

归
一
化
频
率

b Uooo

boobbb
量子态

/0

《电子技术应用》http://www.chinaaet.com

《电子技术应用》http://www.chinaaet.com



版权声明 

  经作者授权，本论文版权和信息网络传播权归属于《电子技术应用》

杂志，凡未经本刊书面同意任何机构、组织和个人不得擅自复印、汇编、

翻译和进行信息网络传播。未经本刊书面同意，禁止一切互联网论文资源

平台非法上传、收录本论文。 

  截至目前，本论文已经授权被中国期刊全文数据库（CNKI）、万方数

据知识服务平台、中文科技期刊数据库（维普网）、DOAJ、美国《乌利希

期刊指南》、JST 日本科技技术振兴机构数据库等数据库全文收录。 

  对于违反上述禁止行为并违法使用本论文的机构、组织和个人，本刊

将采取一切必要法律行动来维护正当权益。 

特此声明！ 

《电子技术应用》编辑部 

中国电子信息产业集团有限公司第六研究所

《电子技术应用》http://www.chinaaet.com

《电子技术应用》http://www.chinaaet.com




